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Xülasə  

Kinetik termooksidləşdirici destruksiya əyrilərinin izahı üçün sağ tərəfi oksidləşmə reaksiyasından asılı olan 
kəsr differensial tənlik təklif olunmuşdur. Müəyyən edilmişdir ki, polimerlərdə termooksidləşdirici distruksiya yalnız 
fraktal struktur olduqda münkündür. Avtoazalan və avtoartan xarakterli kinetik əyrilərdə kəsr tənliklərində qayda 
makromolekul topasında qalan hissənin payına uyğundur. 
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Аннотация 

Для описания кинетических кривых термоокислительной деструкции предложены дифферециальные 
уравнения дробного порядка с правой частью, зависящей от порядка окислительной реакции. Показано, что 
термоокислительная деструкция возможна только в случае фрактальной структуры полимера. Для кинетиче-
ских кривых как автозамедленного, так и автоускоренного типа порядок производной в уравнении совпадает 
с долей сохраняющейся части макромолекулярного клубка полимера. 
 
Ключевые слова:  фрактальная размерность полимера, термоокислительная деструкция полимера, объем 

реакционной системы, способ поликонденсации, порядок окислительной реакции, авто-
замедленный и автоускоренный тип реакции, критическое значение фрактальной раз-
мерности полимера. 
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Введение 

В работах [1, 2] для описания кинети-
ки термоокислительной деструкции поли-
меров в автозамедленном режиме исполь-
зуется простейшее дифференциальное 
уравнение дробного порядка, являющееся 
аналогом описания процесса аннигиляции 
позитронов [2], что позволило ввести прин-
ципиально новый постулат: окислению 
подвергается только часть полимерного 
клубка, определяемого его фрактальной 
структурой. 

  
Цель работы – описать аппарат 

дробного интегро-дифференцирования в 
применении к процессу термоокислитель-
ной деструкции полимеров и получить чис-
ленное решение уравнения фрактальной 
кинетики процесса термоокисления автоза-
медленного типа.  
 
1. Простейшие дифференциальные 
уравнения дробного порядка для описа-
ния термоокислительной деструкции 
полимеров 

Cуществует несколько основных ти-
пов кинетических кривых «количество по-
глощенного кислорода – время» )(

2
tNO  в 

процессе термоокислительной деструкции 
полимеров.  

Рассмотрим кривые с автозамедлени-
ем, используя теоретическую трактовку ки-
нетических кривых )(

2
tNO ,  основанную на 

концепции фрактала. Кривые указанного 
типа, где наблюдается снижение скорости 
процесса со временем его протекания, ши-
роко распространены в физике и химии по-
лимеров и не только полимеров. К таковым 
следует отнести кривые сорбции, анниги-
ляции позитронов, кривые «напряжение-
деформация» и т.д. [3]. Сам факт зависимо-

сти скорости процесса от времени предпо-
лагает фрактальность среды, в которой этот 
процесс протекает [4]. Это дает возмож-
ность считать, что причиной замедления 
поглощения кислорода со временем для 
кинетических кривых )(

2
tNO  автозамед-

ленного типа является фрактальность сре-
ды, в которой протекает термоокислитель-
ная деструкция. 

Уравнение фрактальной кинетики для 
описания кривой )(

2
tNO  для термоокисли-

тельной деструкции полимера имеет вид, 
где ∞

2ON - количество кислорода, необходи-

мое для окисления всех алифатических и 
ароматических групп полимеров:  
𝑑𝑁𝑂2(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑘𝑑�𝑁𝑂2

∞ − 𝑁𝑂2
 (𝑡)�

𝑛
,                      (1) 

порядок реакции n связан с эффективной 
спектральной размерностью d's   уравнением  

𝑛 = 1 + 2
𝑑𝑠1

                                                    (2) 

и выражается через фрактальную размер-
ность макромолекулярного клубка f∆  с по-

мощью соотношения 

𝑛 = 1 + 𝑑+2
2∆𝑓−𝑑

                                                                       (3) 

где d – евклидова размерность простран-
ства, в котором находится объект. 
 Уравнение (1) после замены 

( ) ( )( )2 2 20 0 0

n
N t N N t

−∞= −  или 

( ) ( )( )2 2 2

1/

0 0 0

n
N N t N t

−∞ − =  приводится к не-

линейному дифференциальному уравнению 

2

2

( )
( )

nO
d O

dN t
k N t

dt
 =  






                                 (4) 

 где d dk n k= ⋅  ,  1/n n= . 
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Уравнение (4) после введения дроб-
ного показателя νd (0<νd<1), определяемого 
формулой   
𝜈𝑑 = ∆𝑓 - (d-1)                                              (5)  

приводится к дифференциальному уравне-
нию дробного порядка 

( ) ( )
2 20 0

d
n

t o dD N t k N tν  =  



                            (6) 

где d
tDυ

0 – дробная производная Римана-
Лиувилля [4]: 

( ) ( )
( )

( )
2

2

0
0 0 0

1
1

d
t

d d

N ddD N t
Г dt t

ν ξ ξ
ν ξ ν

=
− −∫



    

где Г(∙)  – гамма-функция Эйлера. 
Прежде чем исследовать уравнение 

(6), отметим, что для теоретического опи-
сания кинетики окисления автозамедленно-
го типа в рамках теории дробного диффе-
ренцирования, по аналогии с процессом 
аннигиляции позитронов во фрактальных 
средах [5], в работе [2] было использовано 
следующее уравнение: 
𝑁𝑂2(𝑡) = 𝑁𝑂2

0 ⋅ [1 − 𝐸𝜈𝑑(−𝑡𝜈𝑑)],                 (7) 

где 0
2ON – исходное содержание кислорода, 

)( d

d
tE υ

υ − – классическая функция Миттаг-

Леффлера, которая имеет следующее раз-
ложение в степенной ряд 

𝐸𝛼(𝑧): = � 𝑧𝑛

𝛤(𝛼𝑛+1)

∞

𝑛=0
,   𝛼 > 0,   𝑧 ∈ 𝐶     (8) 

где С – множество комплексных чисел; Г(z) 
– гамма-функция Эйлера; νd – дробный по-
казатель, определяемый формулой (5). 

Дадим краткое пояснение к доказа-
тельству формулы (7).  

Для плотности позитронов n(t), опре-
деленной на канторовом множестве, можно 
записать дифференциальное уравнение с 
показателем дробной производной ν, 0<ν<1.  

( ) ( )0 tD n t n t 0ν + =                                      (9)

   

При ν=1 (плотная среда) получается 
известное уравнение распада. Все величи-
ны в уравнении (9) безразмерные, 0 tDν  – это 
дробная производная Римана-Лиувилля [3]: 

( ) ( )
( )
( )0 0

1
1

t

t

n ddD n t
Г dt t

ν
ν

ξ ξ
ν ξ

=
− −∫  

Дробная производная отражает тот 
факт, что из-за фрактальности среды про-
цесс аннигиляции идет медленнее первой 
производной. Экспериментально наблюда-
емой в данном случае является величина 
N(t), которая связана простым соотношени-
ем с плотностью (концентрацией) позитро-
нов n(t):  

( ) ( )1
0 tN t D n tν −=                                        (10)  

В каком-то смысле это усредненная 
плотность позитронов. 

При ν=1 обе плотности совпадают. 
Уравнение (9) является частным слу-

чаем (y(t)=n(t), l=1, λ=-1, α=ν) дробного од-
нородного дифференциального уравнения 
(6): 
( 𝐷0 𝑡

𝛼𝑦)(𝑡) − 𝜆𝑦(𝑡) = 0   (𝑡 > 0; 
   𝑙 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑙;    𝑙 ∈ 𝑁;    𝜆 ∈ ℝ)              (11)           
которое при начальных условиях 
� 𝐷0 𝑡

𝛼−𝑘𝑦�(0 +) = 𝑏𝑘 ∈ ℝ                     (12)                    
имеет решение 

( ) ( ), 1
1

l
j

j j
j

y t b t E tα α
α α λ−

+ −
=

=∑                    (13) 

Здесь N – множество натуральных чисел;   
R – евклидово пространство размерности 1     
(-∞<t<∞); Eα,β(z) – функция Миттаг-Леф-
флера с двумя параметрами α, β: 

)0,0(
)(

)(
0

, >>
+Γ

=∑
∞

=

βα
βαβα

k

k

k
zzE    (14) 

Из (10) следует, что   )()( 1
0 tNDtn t

υ−=   
и, следовательно, 

( )( ) ( )1 1
0 0 0 0| 0t t tD D N t N Nν ν− −

= = =   
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Тогда уравнение (9), как частный слу-
чай уравнения (11) с λ=-1, l=1 и α=ν при 
начальном условии 

( )1
0 0 0|t tD n t Nν −

= + =                                       (15) 

(N0 – усредненная начальная плотность по-
зитронов во фрактальной среде) имеет 
единственное решение 
𝑛(𝑡) = 𝑁0𝑡𝜈−1𝐸𝜐,𝜐(−𝑡𝜈)                            (16) 

Применим формулу для производных 
функции Миттаг-Леффлера [3]. 

( ) ),()( )(
,

1)(
,

1
0

α
γβα

γβαα
βα

βαγ λλ tEttEtD kkkk
t −

−−+−+ =    (17) 

где 𝐸𝛼,𝛽
(𝑘)(𝑦) ≡ 𝑑𝑘

𝑑𝑦𝑘
𝐸𝛼,𝛽(𝑦). Полагая, что k=0, 

β=υ, α=υ, γ=β-1, приходим к формуле 

( ) ),()(,
11

0
υ

υ
υ

υυ
υυ λλ tEtEtDt =−−                   (18) 

так как Еν,1(у)=Еν(у). 
Из (18) при λ=-1 с учетом (11) и (16) 

следует формула 
𝑁(𝑡) = 𝑁0𝐸𝜐(−𝑡𝜈)                                     (19) 

В [5] за число проаннигилировавших 
позитронов, накопленных к моменту t (обо-
значим Nнак(t)), принимается величина 
𝑁нак(𝑡) = 𝐷0 𝑡

−𝜈𝑁(𝑡) = 𝐷0 𝑡
−1𝑛(𝑡): 

𝑁нак(𝑡) = 𝑁0[1 − 𝐸𝜐(−𝑡𝜈)],                     (20) 
т.е. фактически интеграл от плотности n(t). 

Для t>>1 (времен, гораздо больших 
характерных времен аннигиляции) асимп-
тотическое поведение выражения (19) опи-
сывается степенной функцией [5]: 

 𝑁(𝑡)−� 𝑁0𝑡−𝜈

𝛤(1−𝜐)
+ 𝑂(|𝑡|−2𝜈).                         (21) 

Неэкспоненциальная зависимость от 
времени релаксационных процессов анни-
гиляции – характерная черта нелинейных 
диссипативных процессов, тесно связанных 
с концепцией фрактала. 

В [2] правая часть равенства (20) не 
совсем корректно принимается за число ча-
стиц кислорода )(

2
tNO , поглощенных в 

момент времени t в процессе термо-

окислительной деструкции полимеров, и 
используется уравнение 
𝑁𝑂2(𝑡) = 𝑁𝑂2

0 [1 − 𝐸𝜈𝑑(−𝑡𝜐𝑑)],                  (22) 
где 0

2ON – исходное (при t=0) содержание 

кислорода в полимере, 𝐸𝜈𝑑(⋅) – функция 
Миттаг-Леффлера с параметром νd. 
 Уравнение (7), используемое в рабо-
тах [1, 2] для теоретического описания ки-
нетики окисления автозамедленного типа в 
рамках теории дробных производных, как 
было указано выше, построено по аналогии 
с уравнением (20). Исходным для (20) яв-
лялось уравнение (9), предложенное в [5] 
для процесса аннигиляции позитронов во 
фрактальной среде, т.е. фактически уравне-
ние (11) с λ=-1. Однако такой выбор исход-
ного дифференциального уравнения дроб-
ного порядка для фрактальной кинетики, 
описывающей кривые N02(t) автозамедлен-
ного типа, не достаточно обоснован. К тому 
же порядок реакции n=1 в процессе термо-
окислительной деструкции полимеров 
встречается крайне редко. В этой связи бо-
лее предпочтительным является использо-
вание дифференциального уравнения (6) 
для описания кинетических кривых термо-
окислительной деструкции полимеров и 
выбор порядка реакции по формуле (3). 

 
2. Моделирование кинетических кри-
вых термоокислительной деструкции 
полимеров с применением дифференци-
альных уравнений дробного порядка 
 Введенное в предыдущем разделе 
дифференциальное уравнение дробного по-
рядка (6) является при малых υd общим 
уравнением автозамедленного режима ки-
нетики термоокислительной деструкции 
полимеров с порядком n данной реакции. 
При n=1 уравнение (6) является частным 
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случаем однородного дифференциального 
уравнения дробного порядка (11) (при 
( ) ( )

20 , , ,0 1d dy t N t kλ α ν α= = = < <
 ).  

Тогда при начальном условии 
� 𝐷0 𝑡

𝜐𝑑−1𝑁�𝑂2�(0+) = 𝑁�𝑂2
0                       (23) 

уравнение (6) имеет единственное решение  
( ) ( )1

2 2

0
0 0 ,

d d

d d dN t N t E k tν ν
ν ν
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где 0
2

~
ON  определяется равенством 

2 2

0
0 01/N N ∞=                                                 (25) 

)(, zE βα  определяется формулой (14). 

Выполнение функцией (24) начально-
го условия (23) вытекает из равенства (17), 
в котором k=0, β=ν, α=ν, γ=β-1 и t→0+. 

Рассмотрим теперь уравнение (25) с 
порядком реакции n≠1, являющееся част-
ным случаем (при )(~)(

2
tNty O= , β=0, α=νd, 

m= n , λ= dk ) следующего дифференциаль-
ного уравнения дробного порядка из [6]: 
( ) ),1,0;0(,)]([)(0 ≠>>= mmttyttyD m

t
βα λ     (26) 

которое при условии 

0< 𝛾 − 𝛼 = 1
1

−>
−
+

m
αβ                               (27) 

имеет решение: 

𝑦(𝑡) = �
𝛤�𝛽+𝛼𝑚−1+1�

𝜆𝛤�𝛽+𝛼𝑚𝑚−1 +1�
�
1 (𝑚−1)⁄

𝑡(𝛽+𝛼) (1−𝑚)⁄ , (28) 

где Г(·) – гамма-функция Эйлера.  
При условии (27) 𝑦(𝑡)  ∈

 С𝛾−𝛼 [0,∞),  т.е. ||𝑡𝛾−𝛼 𝑦(𝑡)||C[0,∞) < ∞.  
При этом функция y(t) представляе-

мая формулой (28), является точным реше-
нием взвешенной задачи Коши ([6], §3.3.7), 
в которой уравнение (26)-(27) рассматрива-
ется в зависимости от α при начальном 
условии 
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0
=−
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t
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и при начальном условии 
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Начальное условие (29) для уравнения 
(6) будет удовлетворяться, так как  

( ) ( )2 20 00
n

N N
−∞=  и   0 < 1
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n
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−
                                                                                                                         

В частности, для полимеров ПААСО-1 
(низкотемпературный способ поликонден-
сации) при температуре стеклования 
Тс=472К имеем Δf =2,60 и kd=0,19·10-4 с-1, а 
для ПААСО-2 (высокотемпературный спо-
соб поликонденсации) при температуре 
стеклования Тс=474К имеем Δf=2,64 и 
kd=0,24·10-4 с-1.  

Используя формулы (2)  

,
2

)2(2
+
−∆

=′
d

d
d f

s
                                        (31) 

находим, что d's=0,88, n=3,272 в первом 
случае и d's=0,912, n=3,193 – во втором 
случае. 
 Вычисляя υd по формуле 

( )1d f dν = ∆ − − , находим соответственно 

υd=0,60 и υd=0,64. Тогда величина 
1d

n
n

υ
−

 

будет соответственно равна 0,864 и 0,932. 
Так что в обоих случаях приведенного 
примера выполняется условие (29). 

Решение уравнения (6) при начальном 
условии (29) запишется так: 
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           (32) 

 Для вычисления Г(z) в (32) можно 
использовать при достаточно больших 
натуральных n рекуррентную формулу [3]: 

,
)1)...(2)(1(

)()(
zznznz

nzz
+−+−+

+Γ
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которая получается последовательным 
применением известного соотношения 
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Для расчета числителя Г(z+n) в фор-
муле (33) воспользуемся асимптотической 
формулой Стирлинга при z→∞, |arg|<π 
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Для вычисления величин 1
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, входящих в (32), можно вос-

пользоваться следующим предельным 
представлением [3]: 
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которое справедливо для всех z, за исклю-
чением z=0, -1, -2, …, при условии 
−𝑘 < 𝑅𝑒( 𝑧) < −𝑘 + 1.    𝑘 = 1, 2, ….      (37) 
         Кинетическая кривая 𝑁𝑂2(𝑡) строится 
на основании равенства 𝑁𝑂2(𝑡) = 𝑁𝑂2

∞ −

�𝑁�𝑂2(𝑡)� -1/n. Порядок реакции n в уравне-
нии (6) определяется по формуле (3), а по-
рядок реакции, обусловленный простран-
ственным беспорядком, связан с показате-
лем n уравнением 

𝑛𝑛𝑝 = 2−ℎ
1−ℎ

                                                           (38) 

где   

ℎ = 2(𝑑+1−∆𝑓)
𝑑+2

                                                                     (39)  

Проведенный в [7] структурный ана-
лиз данных термогравиметрического (ТГА) 
и дифференциального термического анали-
за (ДТА) пленок ПК (поликарбоната на ос-
нове бисфенола А), полученных из раство-
ров в разных растворителях, показал, что 
для   автозамедленного   (высокотемпера-
турного) режима окисления при 
ТДГА=638÷754К получаются значения 
Δf=2,74÷2,45 и n=3,02÷3,63. Указанным 

значениям Δf, согласно уравнению (32) со-
ответствуют υd=0,74÷0,45. 

Очевидно, что при полученных зна-
чениях параметров n и υd выполняется 
условие (27), при котором решение дробно-
го дифференциального уравнения (26) име-
ет аналитическое представление (28). 

В работе [8] для выяснения структур-
ных факторов, определяющих ход термо-
окислительной деструкции в случае поли-
мерных расплавов, исследованы полиари-
латы (ПАр) на основе дихлорангидрида 
1,1–дихлор–2,2-ди (n-карбоксифенил) эти-
лена и диана, а также блок+сополимеры 
полиарилатариленсульфоноксил (ПААСО), 
синтезированные из диана, смеси (1:1`) ди-
хлорангидридов тере- и изофталевой кис-
лот, дигидроксилсодержащего олигоари-
ленсульфоноксида на основе диана и 4, 4' – 
дихлордифенилсульфона молекулярной 
массы 4600.  

Наряду с обычной константой скоро-
сти окисления kd, в [9] предложено исполь-
зовать для сравнительной оценки термоста-
бильности полимерных материалов эффек-
тивную константу скорости окисления k*. 
Этот параметр для высокотемпературного 
окисления задается уравнением [9] 

,
2

2
O

O Pk
dt

dN ∗=                                           (40) 

где 
2ON – количество поглощенного кисло-

рода; t – время; 
2OP – давление кислорода 

над полимером. 
Как показано в [2] 

,1=⋅∗ mRk                                            (41) 
где m – масса полимера, R – универсальная 
газовая постоянная.  

Между параметрами k* и kd существу-
ет следующая взаимосвязь [9]: 

,dp kk ⋅=∗ γ                                                  (42) 
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где γр – коэффициент растворимости кис-
лорода в полимере.  

Из (41)–(42) находим 

.1

0 mR
kd ⋅

=
γ                                                 (43) 

В некоторых случаях параметр k* 
удобно определять путем прямого сравне-
ния начальной скорости поглощения кис-
лорода ( )

02OW  и его давления над полимером 

( )
02OP [9]: 

( ) ( ) .
00

*
22 OO PWk =                                         (44) 

Поскольку для полимерных расплавов 
основным структурным элементом являет-
ся макромолекулярный клубок, то в каче-
стве объема реакционной системы предла-
гается [10] принять объем клубка Vкл. Эта 
величина рассчитывается следующим обра-
зом [10]: 

,3 ff
gкл RV ∆−∆ ⋅= η                                          (45) 

где Rg – радиус инерции клубка; η  – линей-
ный масштаб измерения. 

Однако непосредственное использо-
вание Vкл в уравнении (45), как отмечается 
в [4], не даст корректных результатов, по-
тому что в рассматриваемом случае иссле-
дуются процессы термоокислительной де-
струкции фрактальных объектов (макромо-
лекулярных клубков). Указанные процессы 
протекают не в евклидовом, а во фракталь-
ном пространстве. Это означает, что кисло-
род поглощается в части макромолекуляр-
ного клубка, подвергающейся деструкции. 
Тогда эффективный объем клубка эф

клV , по-
глощающий кислород, определится как: 

).3( fклклd
эф

кл VVV ∆−=⋅= β                          (46) 

Такая зависимость возможна только 
для фрактальных объектов, а для евклидо-
вых объектов объем реакционной системы 

равен нулю. Иначе говоря, термоокисли-
тельная деструкция полимеров возможна 
только в случае фрактальности их структу-
ры. 

При определенном значении Δf 
(Δf=2,54÷2,69 для ПК и 2,72÷2,84 для ПА-
АСО) происходит изменение типа кинети-
ческой кривой и, следовательно, химиче-
ского механизма окисления полимеров [11]. 
Исходя из скейлингового анализа термо-
окислительной деструкции [2], можно 
предположить, что изменение типа кинети-
ческой кривой происходит в случае, когда 
число реакционноспособных мест макро-
молекулы на поверхности клубка Nпов и в 
его объеме Nоб становится равным [12]: 
Nпов = Nоб                                                                              (47) 

Доля макромолекулярного клубка βd, 
распадающегося в процессе деструкции, 
зависит от Δf и определяется уравнением  
 𝛽𝑑 = 3 − ∆𝑓 ,                                             (48) 

 реальную величину числа Nоб можно запи-
сать так [13,14]: 

,)3( повfMоб NNN −∆−=                              (49) 

где 
MN – число реакционноспособных мест 

на макромолекулу при условии их полной 
доступности, определяемое химическим 
строением полимера. 

Связь параметров Nоб и Nпов контро-
лируется соотношением [15]: 

,
f

g

фр

фр R
S
V

∆
=                                                    (50) 

где фрV  и фрS  – объем и поверхность фрак-

тального объекта, в данном случае, макро-
молекулярного клубка, gR – радиус инерции 

макромолекулярного клубка. 
Сочетание уравнений (49) и (50) поз-

воляет получить структурный критерий пе-
рехода кинетических кривых окисления от 
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автозамедленного режима к автоускорен-
ному [16]: 

,
2

g
кр
f

кр
f R

d
=

∆−

∆                                             (51) 

где кр
f∆  – критическое значение f∆  при ука-

занном переходе; d – размерность евклидо-
ва пространства, в котором рассматривает-
ся фрактал, а Rg дается в нм. 

Для ПААСО в хлороформе [17] 
73,082 1021,0 Wg MR ⋅×>=< −                            (52) 

и для ПК в хлороформе [9] 

.10988,0 50,082
ηMRg ⋅×>=< −                          (53) 

где WM  и ηM  – средневесовая и сред-

невязкостная молекулярные массы, соот-
ветственно; величины Rg получены в нм. 
 
Численная реализация и обсуждение ре-
зультатов 

На рисунке приведены результаты 
расчетов кинетических кривых автозамед-
ленного типа для полимеров ПААСО-1 в 
двух вариантах: 
1) Tcm=623 K; kd=0,3396∙10-4 мин-1;  
υd=0,6; n=3,27;  ( )

20 0N t 0= ;  ds ‘=0,88. 

Экспериментальные данные:  
t, мин; ( )

20N t , моль/осн.моль 

t0=0;  t1=15;  t2=31,8;  t3=46,7;   t4=61,6;  
t5=75;  t6=90;  t7=103,4; t8=120; 
N02 (t0)=0; N02 (t1)=1,2; N02 (t2)=2,5; 
N02 (t3)=3,8; N02 (t4)=5; N02 (t5)=5,8;  
N02 (t6)=6,5; N02 (t7)=3,8; N02 (t8)=5. 

 

2)  Tcm=673 K; kd=0,42∙10-6мин-1, υd=0,2; 
n=4,57; ds ‘=0,56. 
Экспериментальные данные: 
t0=0; t1=15; t2=33,7; t3=48,6;    t4=63,6; 
t5=75,7; t6=91,6; t7=105; 

N02 (t0)=0; N02 (t1)=3,7; N02 (t3)=7,8; 
N02 (t4)=8,7; N02 (t5)=9,0; N02 (t6)=9,4; 
N02 (t7)=9,8. 
 

 

Рисунок  – Моделирование кинетических кривых 
N02

(t) для ПААСО-1 при Tcm=623 K (вариант 1) и 
Tcm=723 K (вариант 2) 
Figure – Simulation of kinetic curves N02

(t) for 
PAASO-1 at Tcm = 623 K (variant 1) and Tcm = 723 K 
(variant 2). 

 
В  обоих вариантах эксперименталь-

ные данные взяты из работы [11]. Расчеты 
кинетических кривых 1 и 2 на рисунке, со-
ответствующих вариантам 1 и 2, получены 
путем решения дифференциального урав-
нения дробного порядка (6): 

( ) ( )( )2 2 2

1/

0 0 0

n
N t N N t

−∞= −                                (54) 

где  ( )
20N t  представляется формулой (32). 

Численные значения величин 1
1

вГ
n
ν + − 

  и  

1
1

d nГ
n
ν ⋅ + − 





 получены  с помощью формул 

(33),(35). Количество     кислорода  
20N ∞ , не-

обходимое для окисления всех алифатиче-
ских и ароматических групп ПААСО, равно 
~ 24,1 моль О2/осн.моль ПААСО [2]. 

Для сравнения с решением дифферен-
циального уравнения целого порядка, ис-
пользуемого в [2]: 
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( ) ( )( )2

2 2

0
0 0

n

d

dN t
k N N t

dt
∞= − , n>1               (55) 

которое легко интегрируется, являясь урав-
нением с разделяющимися переменными, и 
при начальном условии  ( )

20 0| 0tN t = =   име-

ет решение 

( ) ( ) ( )
( )

2 2

1 11

0 01
nn

dN t n k t N
−−∞ = − ⋅ +  

,       (56) 

На рисунке приведены также кривые 
3 и 4, соответствующие решению (56) для 
вариантов 1 и 2, соответственно.Варианту 1 
соответствуют экспериментальные данные 
«○», кривые 1 и 3, а варианту 2 – экспери-
ментальные точки «», кривые 2 и 4, при 
этом кривые 1 и 2 рассчитаны по формуле 
(54), а кривые 3 и 4 – по формуле (56).  

Из  рисунка 1 видно,  что  кривые 1 и 
2 хорошо согласуются с соответствующими 
эксперименнтальными данными, чего нель-
зя сказать о кривых 3 и 4. Тем самым под-
тверждается необходимость применения 
дробного дифференцирования и методов 
фрактального анализа для описания кине-
тики процессов термоокислительной де-
струкции полимерных расплавов. 

Несмотря на то, что математический 
аппарат дробного интегро-дифферен-
цирования (дробные производные и инте-
гралы в смысле Римана-Лиувилля и Капу-
то) хорошо разработан, широкое примене-
ние дробных производных и интегралов 
сдерживалось из-за отсутствия ясной физи-
ческой интерпретации. Уже произошел 
определенный сдвиг в понимании физиче-
ской сути и толкования определенной 
дробной производной и дробного интегра-
ла. Показано, что уравнения в дробных 
производных описывают эволюцию неко-
торой физической системы с потерями, при 
этом дробная часть показателя производной 

указывает долю состояний системы, сохра-
няющихся за все время эволюции. Именно 
такой является фрактальная структура по-
лимеров, часть которой теряется в процессе 
термоокислительной деструкции.  

В отличие от традиционных способов 
описания системы на основе различных 
процедур усреднения, при которых проис-
ходит «стирание» микроскопического 
уровня, в концепции фрактала учитывается 
самоафинная (с различными коэффициен-
тами самоподобия в разных направлениях) 
структура среды. Тем самым в рамках кон-
цепции фрактала объединяются микро-, ме-
зо- и макроуровни описания системы.  При 
этом фрактальный подход с использовани-
ем математического аппарата дробного 
дифференцирования дает адекватное опи-
сание кинетических кривых термоокисли-
тельного процесса полимеров с ясной фи-
зической интерпретацией дробного показа-
теля как части макромолекулярного клубка, 
подвергающейся окислению в данном про-
цессе. 
 
Заключение 

Наиболее подходящим для описания 
кинетических кривых )(

2
tNO  автозамед-

ленного типа является уравнение в дроб-
ных производных, решение которого пред-
ставляется степенной функцией от време-
ни. Полученные результаты дают возмож-
ность с учетом химического строения по-
лимера и физической структуры расплава в 
рамках фрактального анализа и дифферен-
циальных уравнений дробного порядка 
корректно прогнозировать кинетические 
кривые для полимерных расплавов. Ис-
пользуемое дифференциальное уравнение 
кинетических кривых )(

2
tNO  не содержит 

эмпирических подгоночных параметров. 
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Abstract 

The paper focuses on the thermal balance of internal combustion engine systems, thermal energy loading and 
ways to reduce it. Factors influencing the energy loading of critical engine parts are highlighted: the ratio of areas of 
matte and polished surfaces taking part in heat exchange processes, the metal content of the parts and the heat 
conductivity factors of their materials. The influence of heat transfer coefficient in multi-layered resistance system is 
established: heat capacity, thermal heat conductivity and heat transfer. The choice of the engine energy mode is 
dictated by the conditions of optimum performance of the working process of the thermal strength of the parts, and it 
is therefore necessary to avoid both overheating and supercooling of engine. 
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