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Abstract 

The article considers the definition of the kinematic parameters of a four-bar spatial mecha-

nism.  For this purpose, a new graph-analytical method based on a three-dimensional computer 

model is applied. A new analytical dependence between the parameters of the mechanism is ob-

tained and the kinematic parameters of the mechanism are calculated from it. The advantages of 

the proposed method and the reliability of the obtained results are confirmed by comparing relia-

ble data obtained by the graphical method.  
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Fəza mexanizmlərinin kinematik analizi üçün yeni qraf-analitik üsul 
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Yazışma üçün: 
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Xülasə 

Məqalədə, dördbəndli lingli fəza mexanizminin kinematik parametrlərinin təyininə baxılmışdır. Bu 

məqsədlə, yeni, üçölçülü kompüter modelinə əsaslanmış, qraf-analitik üsul istifadə olunmuşdur. 

Mexanizmin parametrləri arasında yeni analitik asılılıq alınmış və onun əsasında kinematik parametrlər 

hesablanmışdır. Təklif olunan üsulun üstünlükləri və alınmış nəticələrin dəqiqliyi, etibarlı qrafiki üsulla 

alınmış qiymətlərlə  müqayisə edilərək təsdiqlənmişdir. 

 

Açar sözlər:  fəza mexanizmi, kinematik cüt, kinematik analiz, sürət, sürətlənmə, 3D model, qrafik 

metod, qraf-analitik üsul. 
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Аннотация  
В статье рассмотрено определение кинематических параметров пространственного четырех-

звенного рычажного механизма. Для этой цели применен новый графоаналитический метод, осно-

ванный на трехмерной компьютерной модели. Между параметрами механизма получена новая 

аналитическая зависимость и от нее вычислены кинематические параметры механизма. Преимуще-

ство предложенного метода и достоверность полученных результатов подтверждена сравнением 

надежных данных, полученных графическим способом. 

 

Ключевые слова:  пространственный механизм, кинематическая пара, кинематический анализ, 

скорость, ускорение, 3D модель, графический способ, графоаналитический 

способ.
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Введение 

Как известно, пространственные ры-

чажные механизмы обладают всеми досто-

инствами плоских рычажных механизмов; 

они обеспечивают надежную работу машин 

на высоких скоростях и, кроме того, позво-

ляют: передавать движение между пересе-

кающимися и скрещивающимися осями с 

малым числом звеньев и трущихся пар; пу-

тем сокращения числа подвижных звеньев 

в схемах, улучшать динамику работы меха-

низмов и машин и др. 

Несмотря на отмеченные достоинства, 

пространственные рычажные механизмы до 

сих пор не получили еще подобающего им 

распространения. Основные причины, по-

видимому, заключаются в сложности и не-

достаточной разработанности методов не 

только синтеза, но и анализа простран-

ственных механизмов. Известно много тру-

дов по пространственным механизмам, и 

все же методы их анализа и особенно син-

теза остаются в ряде случаев недоступный 

конструкторам. 

Графические методы анализа даже 

простых механизмов часто требуют, одна-

ко, громоздких построений и необходимы 

глубокие знания начертательной геомет-

рии; отсюда-невысокая точность получае-

мых результатов. 

Для применения аналитических мето-

дов кинематического анализа простран-

ственных механизмов часто бывают необ-

ходимы глубокие знания специальных раз-

делов математики, что существенно сужи-

вает границы практического использования 

этих методов [1]. Известно, что зависимо-

сти между параметрами пространственных 

механизмов, как правило, очень сложные, а 

потому во многих случаях не были получе-

ны аналитически. Однако, сравнительно 

легко могут быть установлены графически. 

 Для кинематического анализа про-

странственного механизма приме-ненный 

графический метод, основан на начерта-

тельной геометрии [1-4]. Перевод такого 

решения на аналитических язык не удобен, 

более удобным является графическое ре-

шение, основанное на трехмерном модели-

ровании. 

 

Цель работы заключается в разра-

ботке простого и достаточно точного гра-

фоаналитического метода анализа про-

странственных механизмов, основанных на 

3D компьютерной модели. 

 

Постановка задачи 

Задача решается графическим спосо-

бом на 3D компьютерной модели и кон-

кретное графическое решение, рассматри-

вается как логическая схема для вывода 

аналитической зависимости, которая обоб-

щает графическое решение и позволяет 

проанализировать задачу, а также вычис-

лить неизвестные параметры с любой сте-

пенью точности. Предлагаемый графоана-

литический метод применен в статье для 

решения задач кинематики пространствен-

ного шарнирного четырехзвенного меха-

низма, который изображен на рис.1. Так как 

на практике часто применяется тот вид ме-

ханизма, в котором вращение кривошипа 

АВ (рис.1) вокруг оси, параллельной оси z, 

преобразуется в качательное движение ко-

ромысла DC вокруг оси, параллельной оси 

х. Таким образом, точка В шатуна ВС дви-

жется  по окружности    , лежащей в 

плоскости хОу, а точка С по дуге окружно-

сти    , лежащей в плоскости zOy [2]. 
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Рисунок 1 – Схема пространственного шар-

нирного четырехзвенника 

Figure 1 – Scheme of a spatial hinged four-bar 

mechanism 

 

Наиболее сложной задачей анализа 

пространственных механизмов является 

определение положений звеньев. При этом 

графические методы оказываются наиболее 

простыми и наглядными. Графический спо-

соб решения задач облегчает мысленное 

воспроизведение хода решения и, тем са-

мым, ускоряет решение поставленной зада-

чи, также использование графического ре-

шения дает возможность оценить коррект-

ность решения «на взгляд», что крайне 

важно в инженерной практике. Основным 

недостатком графического метода считает-

ся: меньшая точность, чем у аналитических 

методов и большая трудоемкость графиче-

ских построений. Однако, развитие средств 

вычислительной техники, в частности, при-

кладных графических программ вносит су-

щественные изменения в результат графи-

ческих решений, сохранив свои достоин-

ства, начисто лишились своих недостатков. 

Точность графических построений стала 

сравнима с аналитической, а необходи-

мость в громоздких однотипных построе-

ниях отпадает при использовании парамет-

рических графических моделей [5]. 

Кроме того, графическое решение 

устанавливает связи между параметрами 

задачи в конкретных условиях, эти связи 

видны на графических изображениях, а по-

тому перевод их на аналитический язык не 

вызывает больших затруднений. Аналити-

ческая зависимость, выведенная на основе 

графического решения, не случайно явля-

ется наиболее компактным и естественным 

по сравнению с эквивалентной зависимо-

стью, выведенной другими путями, так как 

разумное графическое решение задачи ука-

зывает на наиболее естественный переход 

от заданного к искомому.   

Из САD-системах, для создания трех-

мерной модели пространственных меха-

низмов удобен AutoCAD, так как широко 

распространѐн среди пользователей, открыт 

для дополнения, в нем встроены язык про-

граммирования высокого уровня AutoLISP 

и вычислительная система CAL [6, 7]. Раз-

работка пользовательского приложения 

AutoCAD является одно из эффективных 

способов создания единой среды для вы-

числительных работ и графических постро-

ений.  

Проанализируем схему механизма 

(рис.1). Механизм имеет две вращательные 

пары (А и D) и две шаровые пары (B и С). 

В этом механизме лишняя степень подвиж-

ности получается за счет возможного вра-

щения звена ВС вокруг своей продольной 

оси. Механизм имеет одну степень по-

движности, скорость и ускорение звеньев и 

точек механизма зависят только от обоб-

щенной координаты ϕ. 

Для определения положений про-

странственных механизмов используется 

кинематические свойства группы звеньев. 

Эти свойства впервые отмечены Г.Г. Бара-

новым в работе [8]. Метод основан на 
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определении геометрических мест элемен-

тов разомкнутой кинематической пары с 

последующим нахождением линий и точек 

их пересечения. 

Разъединим механизм в шаровом 

шарнире С и рассмотрим диаду АВС.  Так, 

геометрическим местом положений точки 

С относительно точки В есть поверхность 

сферы с центром точки В и радиусом 

R=ВС. С другой стороны, если вернемся к 

рассмотрению всего механизма в целом, 

шаровой шарнир С находится в плоскости, 

перпендикулярной оси пары D. Таким об-

разом, шаровой шарнир C должен нахо-

диться на пересечении названной плоско-

сти с поверхностью сферы. 

 

Решение задачи 

Принимаем для определенности 

xA=50 мм, yA=50 мм, zA=0, xD=0, yD=75 

мм, zD=50 мм, lAB =25 мм\, lBC=90 мм, lDC 

=40 мм. (Пример основан на предположи-

тельных исходных данных и поэтому имеет 

чисто методическое значение.) 

Для решения поставленной задачи в 

AutoCAD-е выбирается северо-восточная 

изометрия (NE) трехмерной системы коор-

динат, чтобы в созданной трехмерной мо-

дели механизма, направление координат-

ных осей соответствовало рис.1.  По коор-

динатам хА,уА,zA и  xD,yD,zD определяет-

ся положении точки А и D.   Также, опре-

делив координаты                ,  
   
  

 
             определяется ли-

ния АВ.  Далее создается сфера с радиусом 

R= lBC с центром в точке В и определяется 

пересечение сферы с плоскостью уОz. По-

ложение точки C определяется как точка 

пересечение линии, пересечении сферы 

(окружность C2 с радиусом    √   
    

    

с центром в точке  (      ) ) с окружно-

сти радиусом        центром точки D.        

Для построения плана положения на 

3D модели четырехзвенного простран-

ственного механизма графическим мето-

дом, используя язык AutoLISP, разработано 

пользовательское приложение к AutoCAD, 

текст которого приводится ниже. 

 
; Программа для построения плана положения;  

; четырехзвенного пространственного  

; механизма графическим методом   

(defun c:dbfm (  / ) 

; Выбор системы координат и построение координатной оси   

(command "view" "Ne" "ucs" "W" "erase" "all" "" "cal" (cal "1*1"))(setvar "osmode" 0) 

(setq P0(list 0 0 0))(setq P1(list 120 0 0))(setq P2(list 0 120 0))(setq P3(list 0 0 120)) 

(command "line" p1 p0 "" "line" p2 p0 p3 "") 

; Ввод размер механизма   

(setq  xa 50 ya 50 lAB 25 yD 75 zd 50 lBC 90 lCD 40 fi 30 r1 lCD) 

 (command "line" (list 0 xa 0 ) (list xa ya 0) "" "circle" (list xa ya 0) lAB) 

(command "ucs" "w" "ucs" "3" p0 p2 p3)    

(command "circle" (list yD zD 0) LCD)(setq cev1(entlast)) 

(command "line" (list yd 0 0) (list yd zd 0)"") 

(setq xb(cal"xa+lAB*cos(fi)") yb(cal"ya+lAB*sin(fi)")) 

(command "ucs" "w")   

(setq PA(list xa ya 0) PB(list xb yb 0)) (command "line" PA PB "")    ;                

(command "sphere"  pB lBC)(setq sf(entlast))       

(command "section" sf "" "yz" "")(setq cev2 (entlast)) (command "erase" sf "") 

(command "ucs" "3" p0 p2 p3)(setvar "TRIMEXTENDMODE" 0) 

(command "trim"  cev2 "" "F" (list yd (+ zD (* 0.9 r1)) 0) (list yd (+ zD (* 1.2 r1)) 0) "" "") 

(command "erase" cev2 "")  (setq an1(cdr(assoc 51(entget cev1))))  

(setq ksi1 (cal"an1*180/pi")) (setvar "TRIMEXTENDMODE" 1)   (print ksi1)   

 (princ)
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Определив положения ведомого звена 

в зависимости от заданных положений ве-

дущего звена, можно построить график 

   ( ), который позволяет найти ско-

рость и ускорение характерных точек и 

звеньев механизма.  

Скорость точки С 

                                      (1) 

   
  

  
 = 

  

  
 
  

  
 =  

  

  
 ,               (2) 

Угловое ускорение ведомого звена 

            
   

  
=   

    

   
 ,                    (3) 

А ускорение точки  С определится по 

уравнению 

          ⃗   ⃗ 
    ⃗ 

  ,             (4) 

  
  

  
 

   
 =   

     (
  

  
)
 

               (5) 

 

  
       =  

    (
   

   )               (6) 

  Так как  ⃗ 
  и   

  взаимно перпенди-

кулярны, то модуль ускорения 

 

     
     √(

  

  
)
 

 (
   

   )
 

       (7) 

Из рассмотренного видно, что для 

определения кинематических характери-

стик механизма достаточно продифферен-

цировать график ψ=f(ϕ). 

           Однако метод кинематических диа-

грамм для определения ускорений, имеет 

не высокую точность, так как его точность 

зависит от точности графического диффе-

ренцирования, предварительно построен-

ной диаграммы изменения скорости по 

времени, т. е. при решении, возможно 

накопление ошибок.  

          Для устранение этих недостатков, 

рассмотрим получение аналитической за-

висимости    ( ) на основе графическо-

го решения. Как отмечено, точка С можно 

определить как пересечение окружности с1 

и с2 расположенной в плоскости уОz. 

Окружность с1 имеет радиус    и центр рас-

положения в точке D, а окружность с2 име-

ет радиус    √   
    

   и центр располо-

жения в точке О(0,уВ,0) (рис.2).  

Для начала найдем расстояние между 

центрами окружностей. 

   √(     )    
 , 

Если do> r1+ r2, тогда решений нет: 

круги лежат отдельно. Аналогично в случае  

do <| r1 – r2 | - тогда нет решений, так как 

одна окружность находится внутри другой.   

                                                                  

{
(    )

  (    )
    

 

(    )
       

              (8) 

Совместно решая уравнении окруж-

ности с1 и с2 (8) определяем координаты 

точки пересечении C1(y1, z1), C2(y2, z2) и 

получаем зависимость для ψ. 

          ((     ) (     )⁄    (9) 

где            
   √      

  
  ,         

               ,            (     )/   , 

    (  
    

    
    

    
 )    , 

     
  ,  b=2(       ),  

    
    

    
  . 

Достоверность полученных результа-

тов проверено графическим способом.   

Из уравнения (9) определим скорость 

точки С, в одном из его положений при из-

вестных значении ϕ,      и угловой скоро-

сти ведущего звено    . 

При этом приближенное значение 
  

  
 , 

можно вычислить численным методом из 

уравнения (9) по формуле [7]. 

           
  

  
 

 (    )  (    )

   
          (10) 

                                                   

   

   =
 (    )   ( )  (    )

          (11) 
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При значении ϕ=30 ,            и 

         , из (9) для   (     )     по-

лучен   0.969605815753782    и соответ-

ственно из (1) имеем          387.842 

мм/с. Достоверность полученных результа-

тов проверим графическим способом по-

строив план скоростей.  

Для определения скорости    точки С 

имеем два уравнения: 

 

 ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗     и       ⃗⃗   ⃗⃗   ⃗⃗   

 

Так как   =0, то 

 ⃗⃗    ⃗⃗   ⃗⃗                    (12) 

 

 
Рисунок 3 – Пространственный шарнирный 

четырехзвенник: а) проекции схемы; b) план 

скоростей 

Figure 3 – A spatial hinged four-bar mechanism:  

a) schema projections; b) velocity plane 

 

Графическим способом построения 

плана положения и плана скоростей отме-

ченного механизма, основанного начерта-

тельной геометрии подробно изложено в 

[2] и используя эту методику построен план 

положения и план скоростей механизма 

при         приведѐн в рис.3. Из плана 

скоростей для     получен 387.84 мм/с. Как 

видно значение высокой точности совпада-

ет с данными рассчитанными из уравнения 

(9). 

Однако, план скоростей полученного 

на основе начертательной геометрии не 

удобен в использовании в качестве алго-

ритма для получения аналитической зави-

симости для определения скорости харак-

терных точек механизма.   

Рассмотрим построение трехмерной 

компьютерной модели, план скоростей ме-

ханизма опирая свойства “скорости двух 

точек твердого тела имеют равные проек-

ции на прямую, соединяющую эти точки”. 

Покажем, как можно воспользоваться эти-

ми свойствами в построении 3D плана ско-

ростей пространственных механизмов.  

Для этого выбираем трѐхмерные ко-

ординатные системы, аналогично показан-

ные в рисунке 1.  На плоскости хОу от про-

извольного полюса РV (рис. 4, b) в выбран-

ном масштабе откладываем вектор скоро-

сти  ⃗⃗  (           ⃗⃗    )  и определяем 

точки b.  Также через полюс РV проводим 

прямую параллельной ВС и длиной      и 

конец линии обозначим точкой 1.  Для того, 

чтобы получить проекции скорости  ⃗⃗  на 

прямой Рv 1, создаѐтся пользовательская 

система координаты через точки Рv, 1, b и 

на плоскости ХОУ проводится перпенди-

куляр от точки   к отрезку РV 1.  Точка пе-

ресечения перпендикуляра обозначим 2. 

Отрезок РV 2 соответствует проекция  ⃗⃗  на 

прямую РV 1. Для определения скорости 

точки С, переносим начало координаты на 

точку Рv и на плоскость уОz через точку РV 

проводим прямую в направлении вектора 

 ⃗⃗   ( ⃗⃗     )  длиной равному     и конец 

линии обозначим точкой 3. 

 Создав пользовательскую системы 

координаты через точки Рv, 1, 3 и на плос-

кости ХОУ проводится перпендикуляр от 

точки 2 к отрезку РV1. Точка пересечения с 

127



Azərbaycan Mühəndislik Akademiyasının Xəbərləri 

2024, cild 16, № 1, s. 121-130 

M.R.  Mustafayev, N.C. Pənahova, A.N. Yəhyayeva  

Herald of the Azerbaijan Engineering Academy 

2024, vol. 16, no.1, pp. 121-130    

M.R. Mustafayev, N.D. Panakhova, A.N. Yakhyaeva  

 

перпендикуляром  и отрезок РV3 соответ-

ствует скорости точки С. 

 

 
Рисунок 4 – Пространственный шарнирный 

четырехзвенник: а) 3D модель схемы; b) 3D 

модель плана скоростей; с) 3D модель плана 

ускорений. 

Figure 4 – A spatial hinged four-bar mechanism: 

a)3D model of scheme; b)3D model plane of ve-

locity; c) 3D model plane of acceleration 

 

Для определения скорости точки С 

достаточно знать скорость точки В. Так, 

       
    

    
 ,                       (13) 

где,       (  
     

     
 ) (      ),  

    √(      )
  (      )

  (      )
  , 

        ,           ,        , 

            ,           ,      

cos𝛅=(     
     

 ) (    
 ),  

     √(      )
  (      )

  (      )
 , 

    ,                ,              

              sinψ,             . 

 

Также значение 

    √(     )
  (     )

  (      )
 . (14)   

Для определения значении характер-

ных точек и звенев механизма достаточно 

знать скорость одной точки механизма. 

Рассмотрим построение трехмерного 

компьютерного плана ускорения механиз-

ма. Ускорение точки С может быть найдено 

в соответствии с уравнениями 

 

   (15) 

 

Для этого выбирается трехмерная ко-

ординатная система, аналогично показан-

ная в рис.1. На плоскости хОу от произ-

вольного  полюса  Pа (рис 4 с)  в  выбран-

ном масштабе откладывается вектор уско-

рения   ⃗ 
   

  
    

          
      

так как:            
    и соответствен-

но (  ⃗   ⃗ 
 ) направленное по оси звено 

АВ от точки В к точке А.  Далее от точки b 

в выбранном масштабе откладывается век-

тор ускорения  ⃗  
  нормальное ускорение 

в движении точки С к точки В, направлен-

ное по оси звена ВС от точки С к точке В и 

равное по величине  (   
     

    ⁄ ). 

Далее, через точку Ра проводим пря-

мую, параллельную направлению СD звена 

3, и откладываем на ней ускорение   
 . Век-

тор   
  направлен от точки С к точке  D и 

равен   
     

    ⁄   Векторы  ⃗ 
   и  ⃗ 

  рас-

положены на плоскости  уOz. Из конечной 

точки вектора  ⃗ 
  проводится прямая, име-

ющая направление ускорения   
 , перпен-

дикулярно к направлению DC.  

Далее, для определения ускорении 

точки С через конечную точку вектора    
  

проводится плоскость, перпендикулярно к 

звену BC и определяется точка пересечение 

этой плоскости с вектором   
 . 

Для проверки достоверности вычис-

ленного значения от формулы (9) и трех-

мерного плана ускорения, рассмотрим по-

строение плана ускорения механизма, ос-

нованного начертательной геометрии при 

ϕ=30 . Подсчитываем ускорение точки по 

формуле   
    

      и откладываем его 

                                     
 ⃗ =  ⃗ +  ⃗  

 +  ⃗  
 

 ⃗ =  ⃗  
 +  ⃗  

                                                              ( 15)  
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проекции от произвольного полюса    в 

выбранном масштабе плана ускорения на 

плоскости хОу. Найдем теперь ускорение 

точки С. Ускорение любой точки шатуна 

ВС применительно к данному случаю мож-

но представить состоящим из переносного 

и относительного ускорений [9, 10]. Оче-

видно, что ускорение в переносном движе-

нии есть не что иное, как ускорение точки 

В. 

Относительное ускорение представ-

ляет собой геометрическую сумму двух 

ускорений: вращательного и центростреми-

тельного. 

Для общего случая движения твердо-

го тела определение величины и направле-

ния этих ускорений дано в [10]. При рас-

смотрении пространственного движения 

только оси ВС шатуна величина центро-

стремительного ускорения точки С нахо-

диться по формуле     
    

        
    ⁄  

и направлена она вдоль оси ВС к центру 

вращения, т. е. к В. Вращательное ускоре-

ние будет лежать в плоскости, перпендику-

лярной к оси ВС. 

Таким образом, ускорение точки С 

может быт найдено в соответствии с урав-

нениями (15).  

Найдем отрезок bn1, соответствую-

щий центростремительному ускорению 

 ⃗  
 . 

b      
   ⁄  

Для отыскания проекции отрезка 

    находим истинную величину отрезка, 

проведенного от точки b параллельно ВС и 

на нем откладываем найденную величину в 

виде отрезка     (рис. 5). Так как вектор 

   
  должен лежать в плоскости, перпенди-

кулярной к шатуну ВС проводим такую 

плоскость λ через точку   . 

 
Рисунок 5 – Пространственный шарнирный 

четырехзвенник: а) проекции схемы; b) план 

ускорений 

Figure 5 – A spatial hinged four-bar mechanism: 

a) schema projections; b) plane of acceleration 

 

Найдем отрезок     , соответствую-

щий центростремительному ускорению 

    
     

     . 

        
     

Для отыскания проекции отрезка      

находим истинный отрезок, проведенный 

от точки   параллельно DС и на нем от-

кладываем найденную величину в виде от-

резка        . Так как вектор    
  должен 

лежать в плоскости yOz. Поэтому проекция 

вектора  ⃗  
  на плоскости yOz получится в 

истинной величине.  Вращательное ускоре-

ние будет лежать в плоскости, перпендику-

лярной к оси ВС. 

Из плана ускорений, основанного 

начертательной геометрии и трехмерного 

компьютерного плана полученные значе-

ния соответственно для     3978.2 и 3980.1 

мм/с
2 

с высокой точностью совпадают с 

данными, рассчитанными из уравнения (7) 

3979.6 мм/с
2
. 

 

Заключение 

В заключении отметим, что решение 

задач анализа пространственных механиз-

мов в настоящее время можно вести в 

трехмерной компьютерной модели, позво-
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ляющей производить расчет многочислен-

ных вариантов механизмов, из которых 

конструктором могут быть выбраны опти-

мальные.  Предложенный метод простой, 

наглядный и достаточно точный. 
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